聖徳大学附属聖徳高等学校　数学科（数学Ａ）　学習指導案
対　象：　４学年Ａ組（特進）（女子19名）

日　時：　2005年11月25日（金）第1･2校時

場　所：　コンピュータ教室

指導者：　小野田　啓子

1． 単元名　「相似と軌跡」（課題学習）

2． 単元設定の理由

（1） 単元の教材観

　この課題学習であつかう図形の設定は，中学2年の三角形の合同で登場する。（大日本図書　数学2）しかし，この問題は，単に三角形の合同をあつかう問題としてだけでなく，対応する点を結んでできる2直線の交点の軌跡を考える問題に発展させることができる。

　交点の軌跡を，高校数学Ⅱであつかう解析幾何の手法で解こうとすると，連立方程式を多少楽に解くために行列式を用い，解を求めるために数学Ⅲの微分法と逆三角関数を使わなければならず，それでも計算はかなり複雑となり大変である。一方，幾何的な手法で考えようとすると，中学校で学習する円周角の定理と直角三角形の辺の比と角度の関係（高校では三角比）を知っていれば，明快に解くことができる。生徒にとって幾何的な考察が可能なため，問題の設定の仕方によって，本問題は，中学生から高校生（数学Ａ）までの教材として広くあつかうことができ，さらにまた問題自体の発展性もあり，非常におもしろい教材であると感じている。

本問題を，前にも述べたように計算であつかうのは大変である。そこで，Grapesを用いてまず確かめ，結果をみて，その理由を考察する学習方法を取る。Grapesで図を描き，実際に三角形や交点Pを動かしてみると，交点Pの軌跡は円の一部となる。図中の三角形の合同から，∠BPC＝∠BACとなり，よって円周角が一定となるので，円周角の定理の逆より軌跡は円となることが分かる。しかし，点Pは円周上の一部しか動かない。実は，2つの三角形が相似でありさえすれば，対応する頂点を結んでできる直線の交点は円を描き，その範囲は，相似比をｋとして，中心角が4×arcsin(k)の円弧となる。（授業者報告書参照）

上のような結果が，計算からだけでなく，幾何的な考察からも明快にでるところが，幾何的な手法のすばらしさを実感できる本教材のおもしろさである。授業では，生徒の実態をふまえて，三角比が未習であるので，ｋ＝0.5という特別な場合について（直角三角形の2角が30°，60°のときの辺比1:2:√3に相当），交点の描く円弧の中心角を求めるところまでをあつかう。

また，この問題は条件の一部を変更して，例えば次のように発展させることができる。

①　正三角形以外の相似な三角形の場合に，交点はどう動くか。

②　相似な図形を四角形，五角形，ｎ角形にしたとき，同様に取った交点はどう動くか。

③　相似な三角形（ｎ角形）で，対応する頂点に限らず，辺上に対応する点を取り，それらを結んだ直線の交点は，どう動くか。

④　相似な三角形で，対応する頂点を結んでできる直線BDとCEの交点Pと，辺上の対応する点を結んでできる直線と直線BDとの交点をI，直線CEとの交点をKとする。辺上の対応する点を動かしたとき，三角形PKIの外接円が通る点P以外の定点はどこにあるか。

⑤　・・・・・・

①は，相似でありさえすれば点Pは円弧を描き，その中心角は，相似比ｋのみに関係して大きさ4×arcsin(k)である。

②は，ｎ角形の対応する点と回転の中心となる点の3点からなる三角形に分割して考えると，①と同様の結果となる。Grapesファイルはここ（ただし，対応6.45以降）
③は，対応する辺上の点と回転の中心となる点の3点からなる三角形ができると考えることになるので，やはり①と同様の結果になる。

④は，回転と違う動きを考えたときであるが，三角形PKIの外接円が通る点P以外の定点は，2つの図形が接している点(この問題の場合は，点A)である。交点I，Kが直線上を動くのにともなって，必ず点I，K，Pともう一つの定点を通る円が描けることはなかなか想像できないが，Grapesを使うとすぐに見て確かめることができる。Grapesファイルはここ（ただし，対応6.45以降）この証明には，円に内接する四角形の性質を使うが，実は④は，2005年第46回国際数学オリンピックメキシコ大会の第5番の問題の聞き方を変えたものである。問題設定に本教材と共通点があることが，興味深かった。

以上のように，中学2年生の教科書の例題から始まるこの問題は，図形の中にある合同や相似の関係，円と図形の性質，図形を動かしたときの点の軌跡という非常に多くの内容を含んでいる。従って，次のような2つの観点から本教材を捉えることができる。

（ⅰ）　幾何の学習内容を使って，問題解決ができる教材である。

（ⅱ）　図形の動きをともなうという，従来から生徒にとって考えにくい関係を，ITを活用することによって，多くの生徒が理解できるように指導できる教材である。

ITを活用した効果的な指導法や授業での活用は，まだまだ蓄積が少ない。しかし，ITを教具の一つとして活用することで広がる数学の世界を，生徒が楽しんでくれることを期待して，このような教材の発掘と，より良い指導法の研究を今後も続けていきたいと考える。

（2） 生徒の実態

　生徒数19名（内部進学者3名）。数学の通常の授業は，応用クラス11名，標準クラス8名の習熟度クラスに分かれて行っている。どの生徒も，学習に意欲的で数学への取り組みも熱心である。発言は，やや出にくいときもあるが，よく考えている様子が見られる。実験や作業などの活動には，積極的に取り組むことができる。

　また，数学Aの平面幾何は未習であるので，「円周角の定理の逆」だけは予め授業で扱ってある。また，Grapesは，本授業で行う程度の操作方法については，経験をしている。

3． 単元の目標

（１）　図形の中の辺や角の間の関係を捉える力を育てる。

（２）　図形の動きに伴う点の軌跡を考察する。

（３）　相似や合同な関係にある図形の中に成り立つ関係について，図形的な性質を用いて考察する良さを感じてもらう。

4． 単元の指導計画

相似な三角形の対応する点を結ぶ直線の交点は円周上を動くことを見つけ，円弧上を動く範囲を，相似比1:2のときを使って具体的に求める。さらに問題を発展させ，交点の円弧上を動く範囲は，2つの三角形の相似比だけによって決まることを見つけさせる。

5． 本時の学習計画

（1） 本時の目標

〔1時間目〕

①　（図1）において，等しい関係にある辺や角を見つける。

②　∠ABD＝∠ACEであることを，△ABD≡△ACEを使って示す。

③　（図1）で点Aを中心に△ADEを回転させる。このとき，∠ABD＝∠ACEの関係が常に成り立つことを確かめる。（生徒がGrapesを使って調べる。）

③　BCとCEの交点Pについて，△ADEを回転させたとき，点Pはどう動くかを考える。（生徒がGrapesを使って調べる。）

④　∠ABPと∠ACPの大きさに注目して，点Pが円周上を動く理由を考える。

⑤　kの値を変えて，点Pの動く範囲がどうなるか調べる。（2時間目への導入）

〔2時間目〕

①　2つの三角形の相似比kが0<k<1のとき，点Pは円弧の一部しか動かない。k=0.5の場合，どこまで動くかを考える。（生徒がGrapesを使って調べる。）

②　点Pの動く範囲を（図２）をもとに考える。

③　弧APの円周角(α/2)＝30°を求める。点Pが動く範囲の弧がつくる中心角が4×(α/2)＝120°であることを求める。

④　条件の一部を変えて問題を発展させてみる。（正三角形でなくても相似な図形であれば，点Pは円弧上を動き，その中心角は4×(α/2)(=4arcsin(k))である。）
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（図1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（図２） 

（２）本時の展開〔１時間目の展開〕授業で使ったGrapesファイルはここをクリック（対応6.45以降）
	学習

項目
	生徒の学習活動
	経過
	指導上の

留意点
	評価観点

	等しい辺や角を探す
	(1)　正三角形ABCとADEが図のように点Aで接しているとき，等しくなる辺や角を探してみよう。
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	導入
	1 線分や角に注目させる。

2 辺や頂角以外にも注目させる。
	関心・意欲・態度

	∠ABD=∠ACE

点Pの動き
	(2) △ABD≡△ACEに注目して，∠ABD=∠ACEであることを確かめる。

(3) 点Aを中心にして△ADEを回転させる。このときも，∠ABD=∠ACEが成り立つかどうか考える。

(4) 生徒が各自Grapesを操作して，△ADEを回転させたとき∠ABD=∠ACEが成り立つか調べる。

(5) △ADEがどの位置にきても，△ABD≡△ACEであることを確認して，∠ABD=∠ACEは常に成り立つことを確かめる。

(6) 直線BDと直線CEの交点Pは，△ADEを回転させたときどう動くか，Grapesを使って調べる。（最初，点Pの残像をoff，次にonにして調べる。）

(7) ∠ABP＝∠ACPに注目し，円周角の定理の逆を使って，点Pが3点A，B，Cを通る円周上を動くことを説明する。（プリントに記入。）
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	展

開
	①　三角形の合同条件を復習する。

②　△ADEを動かしても，等しい関係が成り立つことを理解させる。

3 どう動くか予想を立てさせる。
4 ∠ABP＝∠ACPが常に成り立つことを確認し，円周角の定理の逆より，4点A，B，C，Pが同一円周上にあることに気付かせる。
	知識・理解

表現・処理

考え方

関心・意欲

・態度

知識・理解

表現・処理

考え方

	点Pの動く範囲
	(9) △ABCと△ADEの相似比ｋを変えて，点Pの動く範囲をGrapesを使って調べる。
	まとめ
	①　0<k<1の範囲を主に観察させる。
	関心・意欲・態度


〔２時間目の展開〕　授業で使ったGrapesファイルは1時間目と同じ。ここをクリック（対応6.45以降）
	学習

項目
	生徒の学習活動
	経過
	指導上の

留意点
	評価観点

	k=0.5のときの，点Pの範囲
	(1) 前時の既習事項の確認。

〔既習事項〕

1 △ABD≡△ACE，∠ABP＝∠ACPは，△ADEを回転させても常に成り立つ。

2 点Pは3点A，B，C，を通る三角形の円周上を動く。

(2) k=0.5のときに，点Pは円弧上のどこまで動くかGrapesで点Pの軌跡を描く。
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	導入
	①　k=0.5という具体的な相似比で，点Pが描く軌跡（弧）の中心角に注目させる。
	関心・意欲

・態度

	点D，Eの軌跡

点Pの中心角
	(3) 点Aの周りに△ADEを回転させるとき，点D，Eはどう動くか考える。

(4) 点D，Eの軌跡をGrapesで描いて確かめる。


[image: image4]
(5) 点Pが円弧の端にくるのは直線BD，直線CEがどの位置にきたときかGrapesを使って調べる。

(6) Grapesを使って次の図を描き，点Pが端にくるのは直線BD，直線CEがどの位置にきたときか確認する。（生徒操作と教師提示）

(7)　点Pの軌跡の中心角を，プリントの空欄をうめて求める。

（以下プリントの流れ。）

「∠AEC＝90°のときに，点Pが軌跡の端にある。△ACEに着目すると，AE/AC=k=1/2であるから，∠ACE＝∠ACP=30°である。点Ｐがもう一方の端にきたときも同様に∠ABP=30°である。よって，点Pが描く軌跡の中心角は4×∠ACP=120°であることが分かる。」

(8) 条件の一部を変えて問題を発展させてみる。

1 k＝0.5で，ａを変える。

2 k＝0.5で，ｂを変える。

3 k＝0.1にしてみる。

4 k＝0.9にしてみる。
	展開
	1 はじめに点D，Eの軌跡がどうなるか考えさせた後，Grapesで確認させる。

2 直線BD，CEが描かれる範囲には制限があることに気づかせる。

3 点Pが弧の端に来るのは，直線CE，直線BDが円Aへの接線になるときであることを図で確認する。

4 辺比1:2:√3の直角三角形の角度を使う。

5 結論を導きやすくするために，例を挙げておく。
	考え方

考え方

表現・処理

知識・理解

関心・意欲

・態度

知識・理解

	まとめ
	(9) 本時に分かったことをまとめる。

1 正三角形の対応する点を結ぶ直線の交点Pは円弧上を動き，その軌跡の中心角はk=0.5のとき120°となる。（AE/AC＝kとなる角度の4倍（4arcsin(k)）となる。）」

2 ｂ，ａを変えても，ｋ=0.5のときは，点Ｐの弧の中心角は120°である。

3 点Ｐの弧の中心角は，ｋが変わると変化し，ｋが大きくなると，中心角は大きくなる。
	まとめ
	6 さらに問題を発展させようとする態度を促す。
	知識・理解

関心・意欲

・態度


（３）板書計画

＊プリント参照
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